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Algoritmus

a jeho spravnost



Spravnost algoritmu

Algoritmus, ktery je spravny, ma tyto dvé vlastnosti:

1. KonecCnost

Pro kazda pripustna data algoritmus skonci v realném case
(nerealny c¢as — desitky, stovky, tisice let)

2. Parcialni (¢asteCnd) spravnost

Jestlize algoritmus skon¢i, pak skonci se spravnym vysledkem
(NemiiZe skoncit se Spatnym vysledkem, kdyz je spravny !!!)



Eukleiduv algoritmus NSD nejvétsi spoleény délitel
gcd — greatest common divisor

Plati:  kdyzX<Y  NSD(X,Y) = NSD(X,Y-X)
kdyzX>Y  NSD(X,Y) = NSD(X-Y,Y)
kdyzX=Y  NSD(X,Y) = X

Priklad: NSD(396,324) = NSD(72,324) = NSD(72,252) = NSD(72,180) =
NSD(72,108) = NSD(72,36) = NSD(36,36) = 36

Algoritmus: dokud X #Y od vetsSiho z Cisel X, Y odecCti mensi z Cisel X, Y

Spravnost (korektnost) Eukleidova algoritmu
1. Konecnost - na zacatku vypoctu i stale v jeho pribéhu je X>0,
Y>0 - v kazdém kroku vypoc€tu se hodnota X+Y snizi alespon o 1
— nejpozdeéji po X+Y krocich vypocet skonci, je tedy konecny.
(Stale snizovani s kazdym krokem hodnoty X+Y, indikuje konec€nost.
Nemuze se snizovat do nekonec€na, nejpozdéji po X+Y krocich konci.)



2. Parcialni (CasteCna) spravnost - pro X =Y zjevné plati NSD(X,Y) = X,
ukazeme, ze pro X > Y plati NSD(X,Y) = NSD(X-Y,Y):

Necht N=NSD(X,Y), tedy N déli X a zaroven N déli Y.

Proto také N déli X-Y a je tedy N spoleCnym délitelem X-Y a Y. Pokud by
neplatilo, Zze N=NSD(X-Y,Y), musi existovat A>1 tak, Ze N.A=NSD(X-
Y,Y).

Tedy N.A déli X-Y i Y, takze N.A déli i jejich soucCet, coz je X. Jelikoz N.A
deli Y a zaroven N.A deli X, je N.A spolecnym delitelem X, Y, coz je spor
s tim, ze N=NSD(X,Y). Proto N=NSD(X-Y,Y).

Korektnost (spravnost) algoritmu si feknete jesté jinak.
Algoritmus je korektni, pokud pro kazdy vstup da v kone¢ném

mnozstvi kroku spravny vysledek.

Pro dokazovani korektnosti zavadime dva pojmy — variant a invariant.



Variant je hodnota dana prirozenym ¢islem, ktera se v pribéhu algoritmu
stale snizuje, dokud nenabude hodnoty, pri které algoritmus terminuje
(koncCi). (Terminace: algoritmus ukon¢€i vypocet pro jakakoli pripustna
vstupni data.)

U Eukleidova algoritmu je variant hodnota X+Y

Invariant je naproti tomu tvrzeni, které plati na poc¢atku algoritmu
(nebo po jeho prvnim kroku), plati i po provedeni kazdého dalSiho
kroku a po terminaci (ukon€eni) algoritmu zaru€uje spravnost reseni.
(Formule parcialni korektnosti: tvrzeni, které plati, pokud algoritmus
svoji praci ukongi.)

U Eukleidova algoritmu je invariant tvrzeni:

Kdyz X<Y, plati NSD(X,Y)=NSD(X,Y-X).
Kdyz X>Y, plati NSD(X,Y)=NSD(X-Y,Y)
Kdyz X=Y, plati NSD(X,Y)=X



Eukleidlv algoritmus muze mit

1. Odcitaci verze 2 verze
Vstup: A,B

Opakuj dokud A<>B od vétSiho z Cisel A, B odecti mensSi a vysledek
uloz tam, kde bylo vétsi Cislo. Vystup: A (nebo B, je to jedno, nebot
A=B).

Nebo muzeme Fici, vyjdeme-li od dvojice Cisel A,B. Vzdy, kdyZ mame
dvojici tvofenou raznymi Cisly, vytvof novou dvojici tak, Zze vezmes
mensi z Cisel staré dvojice a rozdil téchto Cisel. Pokud jsi timto
zpusobem ziskal dvoijici stejnych Cisel, pak jsou obé Cisla v ni rovna
hledanému nejvétSimu spolecnému déliteli Cisel A a B.

program NSD;
var A, B : integer;

begin
read(A,B);
while A<>B do
If A>B then A:=A-B
else B:=B-A;
writeln(A);

repeat until keypressed,;
end.



2. Délici verze (zbytek po déleni - modulo (mod))

Abychom (jako u pfedchozi verze) nemuseli opakované odecitat (pokud je napt. A
mnohem vétsi nez B), 1ze opakované odecitani nahradit zbytkem po celoCiselném
délenim (zbytek po celo¢iselném déleni bude vysledek, ke kterému bychom
nakonec opakovanym odecitanim stejné dosli).

Spravnost algoritmu:
Variant ~ X+Y (v nasem pripadé A+B)
Invariant Kdyz X>Y, plati NSD(X,Y)=NSD(X mod Y, Y);
Kdyz X<Y, plati NSD(X,Y)=NSD(Y mod X, X);
KdyZ (X=0 A Y 0), plati NSD(X,Y)=Y; KdyZ (X # 0 A Y= 0), plati NSD(X,Y)=X;

NSD(396,324) = NSD(72,324) = NSD(72,36) = NSD(0,36) = 36 (Je to rychleji!)

program NSD?2;

var A, B : integer;

begin
read(A,B);
while (A<>0)and(B<>0)do if A>B then A:=Amod B else B:=B mod A;
iIf A<>0 then writeln(A) else writeln(B);

repeat until keypressed;

end.



program NSD2;
uses Crt;
var A, B : integer;
begin
write('Zadej 1. cislo: '); read(A);
write('Zadej 2. cislo: '); read(B);
while (A<>0)and(B<>0) do
if A>B then A:=A mod B

else B:=B mod A;

if A<>0 then writeln('NSD =",A)
else writeln('NSD ="',B);

repeat until keypressed;
end.

program NSD2;
uses Crt;
var A, B : integer;
begin
write('Zadej 1. cislo: '); read(A);
write('Zadej 2. cislo: '); read(B);
while (A<>0)and(B<>0) do
if A>B then A:=A mod B

else B:=B mod A;

if A<>0 then writeln('NSD ="',A)
else writeln('NSD ="',B);

repeat until keypressed;
end.

Program NSD odcitaci verze Pascal

Program NSD délici verze Pascal



Program NSD odcitaci verze v C++

/* NSD - odcitaci metoda */
#include <iostream>
#include <math.h> /* hlavickovy soubor matematicky */
using namespace std;
/* run this program using the console pauser or add your own getch, system("pause") or input loop */
int a, al, b, bl;
int main(int argc, char** argv) {
cout<<("Nejvetsi spolecny delitel (znaceny NSD, ")<<endlI;
cout<<(" prip. gcd z anglickeho greatest common divisor)")<<endl;
cout<<(" dvou celych cisel je nejvetsi cislo takove, ")<<endl;
cout<<("ze beze zbytku deli obe cisla, tzn. nejvetsi cislo,")<<endl;
cout<<("jimz jsou obe cisla delitelna.")<<end]I;
cout<<(" Zadej prvni cislo: ");
cin>>a; cout<<endl;
cout<<(" Zadej druhe cislo: ");
cin>>b; cout<<endl;
al=a; bl=b;
while (a!=b)
{if (a>b) a=a-b;

else b=b-a;
}
cout<<(" NSD (")<<al<<", "<<bl<<" ) = "<<a;

return O;

}



/* NSD - delici metoda */ Program NSD délici verze v C++
#include <iostream>
#include <math.h> /* hlavickovy soubor matematicky */
using namespace std;
/* run this program using the console pauser or add your own getch, system("pause") or input loop */
int a, al, b, bl;
int main(int argc, char** argv) {
cout<<("Nejvetsi spolecny delitel (znaceny NSD, ")<<endl;
cout<<(" prip. gcd z anglickeho greatest common divisor)")<<endl;
cout<<(" dvou celych cisel je nejvetsi cislo takove, ")<<endl;
cout<<("ze beze zbytku deli obe cisla, tzn. nejvetsi cislo,")<<endlI;
(
(

cout<<("jimz jsou obe cisla delitelna.")<<endl;
cout<<(" Zadej prvni cislo: ");
cin>>a; cout<<end|;
cout<<(" Zadej druhe cislo: ");
cin>>b; cout<<end|;
al=a; bl=b;
while ((a!=0) && (b!=0))

{if (a>b) a=a % b;

else b=b % a;

}
if (a!=0) {
cout<<(" NSD (")<<al<<", "<<bl<<" ) = "<<a;
}
else cout<<(" NSD (")<<al<<", "<<bl<<" ) = "<<b;
return O;



Program Faktorial;

uses Crt;

var n,i: integer; f,faktorialN:real;

begin

writeln; writeln("Program Faktorial®); writeln;

writeln("Maximalni hodnota: 33!");
writeln("Hodnoty vetsi nez 33!, jsou moc velke pro rozsah proménné real!');

writeln('Po zadani hodnoty N stiskni enter!"); writeln;
write("Zadej N: *); readln(n);
If n<=33 then begin
writeln('Spravne zadana hodnota z mnoziny {1..33});
writeln; f:=1;
for i1:=1 to n do f:=f*i; faktorialN:=f;
writeln(*Faktorial: *,n,"! = * faktorialN);
end

Program Faktorial

else  writeln("Hodnota N mimo mnozinu {1..33}');
writeln; writeln; writeln; writeln(*Po precteni vysledku stiskni enter!’);
repeat until keypressed;
end.



Test

Posud’te, zda-li je algoritmus programu Faktorial spravny.

Zjistéte variant a invariant algoritmu programu Faktorial.



_ Program faktorial do 1754!
Program Faktorial, Pascal

uses Crt;
var n,i: integer,
f,faktorialN: extended; {107(-4932)..10"4932}
begin
writeln; writeln; writeln('Program Faktorial'); writeln;
writeln('Maximalni hodnota: 1754!");
writeln("Hodnoty vetsi nez 1754!, jsou moc velke i pro pocitac!);
writeln('Po zadani hodnoty N stiskni enter!'); writeln; write('Zadej N: "),
readin(n);
If Nn<=1754 then begin
writeln('Spravne zadana hodnota z mnoziny {1..1754}');

writeln;

f:=1: fori:=1to n do f:=f*;
faktorialN:=f;

writeln(‘Faktorial: ',n,'! =" faktorialN);
end

else writeln('Hodnota N mimo mnozinu {1..1754}");
writeln; writeln; writeln; writeln('"Po precteni vysledku stiskni enter!’);
repeat until keypressed,;
end.



Program faktorial do 1754!

C++
[* FAKTORIAL */
#include <iostream> [* hlavickovy soubor vstupy a vostupy
*/
#include <math.h> [* hlavickovy soubor matematicky */

using namespace std;
int f,fak;

long double faktorial;
void faktor();

int main()

{

faktor();

return O;



void faktor()

{cout<<end]l;

cout<<(" Zadej hodnotu cisla ( maximalne cislo 1754
)," )<<endl;

cout<<(" pro ktere chces vypocitat faktorial: ");

cin >>fak; cout<<endl;

If (fak>1754){cout<<(" Byla prekrocena hodnota 1754!")<<endl;
cout<<(" Vysledna hodnota faktorialu je tak velka, ze ji

PC uz nedokaze spocitat!!")<<endl;
cout<<(" Cislo ma vice nez 4930 cislic!!'!")<<endI;
cout<<(" ")<<fak<<"! =chyba"<<endl; }

else {

faktorial=1;

for (f=1,f<=fak;f++)

{faktorial=faktorial*f;

}cout<<endl;
cout<<(" Faktorial cisla:")<<endl;
cout<<" "<<fak<<"l = "<<faktorial<<endl;}

}



Variant:

Invariant:

Reéeni testu

hodnota n-i

f:=1;
f.=f*i;

{n, n-1, n-2, ........

{11=1}
{n!=(n-1)!*n}



Test pro hloubavé

Zjistéte jakou maximalni hodnotu faktoridlu jsme
schopni spocitat na pocitaci v Pascalu, budeme-li

zvySovat rozsah proménnych postupné od double

az na extended .



Program Faktorial,
uses Crt;
var n,i: integer;
f,faktorialN: double;  {107(-324) .. 10308}
begin
writeln; writeln; writeln(*Program Faktorial');
writeln; writeln(*Maximalni hodnota: 170! *);
writeln(*Po zadani hodnoty N stiskni enter!");
writeln; write(Zadej N: ");
readin(n);
If Nn<=170 then begin
writeln(*'Spravne zadana hodnota z mnoziny {1..170}");
writeln;
f:=1;
for 1:=1 to n do f:=f*i;
faktorialN:=f;
writeln('Faktorial: *,n,'! ="' faktorialN);
end
else writeln(*Hodnota N mimo mnozinu {1..170}");
writeln; writeln; writeln;
writeln('Po precteni vysledku stiskni enter!");
repeat until keypressed;
end.



_ Maximum je 1754!
Program Faktorial;

1655 G v Pascalu

var n,i: integer;
f,faktorialN: extended; {107(-4932)..10"4932}
begin
writeln; writeln; writeln(*Program Faktorial'); writeln; writeln(*Maximalni
hodnota: 1754!");
writeln("Hodnoty vetsi nez 1754!, jsou moc velke i pro pocitac!");
writeln('Po zadani hodnoty N stiskni enter!"); writeln; write("Zadej N: ');
readin(n);
If N<=1754 then begin
writeln(*Spravne zadana hodnota z mnoziny {1..1754}");

writeln;

f:=1;

for 1:=1 to n do f:=f*i;

faktorialN:=f;

writeln('Faktorial: *,n,'! = ' faktorialN);
end

else writeln(*Hodnota N mimo mnozinu {1..1754}");
writeln; writeln; writeln; writeln(*Po precteni vysledku stiskni enter!");
repeat until keypressed;
end.



/* FAKTORIAL */ Program faktorial v C++

#include <iostream> /* hlavickovy soubor vstupy a vostupy */
#include <math.h> /* hlavickovy soubor matematicky */
using namespace std;

int ffak;

long double faktorial;
void faktor();
int main()
{faktor();
return O;
}
void faktor()
{cout<<end|I;
cout<<(" Zadej hodnotu cisla ( maximalne cislo 1754 ),")<<endl;
cout<<(" pro ktere chces vypocitat faktorial: ");
cin >>fak; cout<<endl;
if (fak>1754){cout<<(" Byla prekrocena hodnota 1754!")<<end|;
cout<<(" Vysledna hodnota faktorialu je tak velka, ze ji PC uz nedokaze spocitat!!")<<endl;
cout<<(" Cislo ma vice nez 4930 cislic!!!")<<end]l;
cout<<(" ")<<fak<<"! = chyba"<<endl; }
else {
faktorial=1;
for (f=1;f<=fak;f++)
{faktorial=faktorial*f;
}cout<<endl;
cout<<(" Faktorial cisla:")<<endl;
cout<<"  '"<<fak<<"!="<<faktorial<<endl;}

}
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