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Numericke ulohy

a numericky algoritmus



Metody prevadéjici ilohu na alohu jednodussi

(nebo systém uloh)

1. Exaktni (teoretické)

presne metody, matematické modely

2. Priblizné aproximace (pfiblizné vyjadieni),

iterace (krok ptiblizeni se k vysledku)

3. Numerickeé
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Numericka uloha

Numerickou ulohou rozumime jasny a jednoznacny popis funkéniho
vztahu mezi konecnym poctem vstupnich a vystupnich dat, tj. mezi danymi a
hledanymi objekty numericke ulohy. Pro numericke ulohy je pozadavek
konec¢nosti souborti vstupnich a vystupnich dat podstatny. Data numerické
ulohy musi byt vyjadiena koneCnym pocCtem (redlnych) ¢isel. Numericka
uloha je tedy takovym matematickym modelem realné¢ho problému, ktery
muZe byt realizovan na pocitaci v koneCném Case. Zakladni matematickou
disciplinou, ktera konstruuje a analyzuje metody a postupy pro realizaci

numerickych uloh na pocitacich je numericka matematika.

Algoritmem numerické metody rozumime jasny a jednoznacény popis
(specifikaci) konecné posloupnosti operaci, jejichz prostiednictvim je m-tici
cisel 7 urcité mnoZiny vstupnich dat jednoznacné prirazena n-tice vysledkit.
Operacemi rozumime aritmetické a logické operace, které muze provadét
pocitac.



Numericka matematika

1) Prevadi matematické ulohy na numerické, pripadné prevadi numerické
ulohy na jednodusSi numerickou alohu.

2) Udava algoritmy pro reSeni numerickych uloh a vySetiovani vlastnosti
téchto algoritmu

Termin numericky algoritmus zdlraznuje, Ze nas zajimaji pouze aritmetické
operace s ¢isly (nikoliv logické operace).

V pocitaci se vSak aritmeticke operace nerealizuji presné. Pi1 zavadéni
vstupnich dat do pocitace se dopoustime jistych vstupnich chyb. Takze
algoritmus realizovany pocitacem je tzv. strojovy algoritmus. Mezivysledky
a pak konecny vysledek se proto muze liSit od teoretického vysledku.

Redlne¢ Cislo je moZn¢ zapsat jen na urcity pocet platnych mist, proto zapisujeme
Cisla do PC dvéma zpiisoby
« 1. Rezanim vSechny Cislice za posledni platnou Cislici se smazZou.

* 2. Zaokrouhlovanim piedposledni platna ¢islice se zaokrouhli podle
posledni platné Cislice.



Z toho plyne, Ze existuje maximalni a minimalni Cislo, se kterym mohu
v pocitaci poc€itat. Pokud se dostaneme pi1 vypoctu mimo interval <min. ¢islo;
max.Cislo> dojde k podteceni nebo preteceni.

Dalsi zdroje chyb:

Chyba matematického modelu - rozdil feseni idealizovaného problému a
feSeni realného problému.

Je-1i chyba moc velka, je matematicky model nevhodny.

Chyba metody - metoda pouzita k feSeni nam neposkytne piesné
(teoreticke) feSeni, tato odchylka od presného feseni je chybou metody.

Chyba aproximace — feSime matematickou ulohu tim, Ze ji nahradime
(aproximujeme) ulohou jednodussi (obvykle ulohou numerickou). Rozdil
v feSeni matematické a aproximované ulohy je chyba aproximace. Je to druh

chyby metody.

Chyba ve vstupnich datech - dané chybami métfeni a chybou zobrazeni
vstupnich dat do pocitace.

Chyby zaokrouhlovani - vSechny neptesnosti zpusobene¢ realizaci
algoritmu, v€etné neptfesne¢ho provadéni aritmetickych operaci.



Absolutni a relativni chyba

Ve vypocétech jsme ¢asto nuceni priblizné nahradit ¢islo x ¢islem X

Cislo X se nazyva aproximaci ¢isla x.

Absolutni chyba aproximace x: Ax X- X=Ax
Odhad absolutni chyby: &(x)=0 IX- X[<e(x)
Relativni chyba aproximace x: Ax/x (Ax/x)=(x- X)Ix x#0

uvadi se ¢asto v procentech
Odhad relativni chyby o(x) |(X- X)/x|< e(X)/|x|= 0(x)

PF. Pro x =n=3,14159..., x=3,14 Ax=10,00159 ¢g(x)=2.103
Ax/x = Ax/ X = +0,00159/3,14= +0,000506=0,0506%

Ve vypoctech se vyhybame rozdiliim blizkych ¢isel, zvétSuji relativni chybu, ktera se projevi
ztratou platnych Cislic. Mala relativni chyba nam udrzi vyssi pocet platnych ¢islic.



Podminénost uloh a algoritmu

Mezi matematickymi tlohami, véetné€ uloh numerickych, se setkavame
S ulohami, jejichzZ FeSeni jsou velmi citliva na zmény ve vstupnich datech.
Malé zmény vstupnich dat se projevi velkym ,,rozptylem< reseni.

Musime proto podrobit hlubsi analyze zavislost vstupnich a vystupnich dat.
Algoritmy mohou byt velmi citlivé na zmény ve vstupnich datech a
musime proto tomu vénovat velkou pozornost pii volbé algoritmu

pro ieSeni numerické ulohy.



Podminénost uloh

Uloha je dobie podminénd, jestli mald zména ve vstupnich datech vyvold malou zménu ieSeni
Cislo podminénosti ulohy C, C,= 6(y)/d(x)

C,~1 (velmi) dobie podminéna
C, blizici se 100 a vétSi - Spatné podminéna

Piiklad: Polynom p(x) = x?+ x —1150
p(100/3) = 10000/9+300/9-10350/9=-50/9~ -5,56
zména na vstupu --> Ax=1/3, p(33) = 1089+33-1150= -28,

Ay|=-5,56 -(-28)[=22,44  3(x)=|Ax|/|x|, 5(y)=|Ayl/|y|

Zméné na vstupu Ax=1/3 odpovida zména na vystupu Ay= 22,4 C,~400
(|AY/|lyD/[(Ax|/[x])= (22,4/5,56)/((1/3)/(100/3))=403,6 |Ay| <66|AX|

Uloha je $patné podminéna.
(Asi proto, Ze se pohybujeme v okoli kotfene polynomu: 33,41533576)

Casto se pro $Spatné podminéné ulohy pouZivaji specidini metody, které omezuji riist zaokrouhlovacich chyb.



Ptiklad: Polynom p(X) = x?+ x — 1150
P(299/3) = 89401/9+897/9-10350/9= 79948/9~ 8883
X- X=Ax
x=299/3 X=300/3

zména na vstupu --> Ax=-1/3,
300/3=100 p(100) = 10000+100-1150= 8950

|Ay|= |8883 -8950|=67 o(x)>|Ax|/|x|, 0(y)=|Ayl|/|y]

Zmén¢ na vstupu Ax= -1/3 odpovida zména na vystupu Ay=67 C =2
(|Ay|/ly/|(Ax|/|x|)= (67/8883)/((1/3)/(299/3))=2,25 |Ay| <202|Ax]
Uloha je velmi dobfe podminéna,

protoZe nejsme blizko kotene polynomu 33,41533576.



Test

Zjistéte podminénost ulohy:
ReSeni polynomu
P(X)=x3+x%-100



Zjistéte podminénost ulohy: Reseni
Polynom p(x)=x3+x2-100
p(13/3)= (13/3)3+(13/3)?-100=0,148148148148 130/30 - 1/30 = 129/3 = 4,3
p(4,3)= (4,3)3+(4,3)%-100=-2,003 zména na vstupu: Ax=1/30

|Ay|= | 0,148148- (-2,003)|=2,151148148

5(x)>|Ax)/|x] 5(x)>|1/30|/|13/3|=0,0076923
(y)=lAylly| 5(y)=>|2,151148148]/|0,148148|=14,520250
Cp = 8(y)/5(x) Cp= 14,520250/0,0076923=1887,63 ~ 1888

Uloha je $patné podminéna
(Pohybujeme se v okoli kofene polynomu 4,331053011264824)

0(121/3)= (121/3)3+(121/3)2-100=67140,1481481  1210/30 - 1/30 = 1209/30 = 40,3

D(40,3)= (40,3)3+(40,3)?-100=66974,917 Ax=1/30

|Ay|= [67140,148148 - 66974,917|= 165,231148148

5(x)>|Ax)/|x] 5(x)=>|1/30/|121/3|=0,00086446

5(y)=lAylly| 5(y)=>|165,231148)/|67140,148148|= 0,0024609887

Cp = d(y)/0(x) Cp=0,0024609887/0,00086446= 2,84685 ~ 3
Uloha je velmi dobi'e podminéna. Jen v okoli koiene polynomu je $§patné podminéna.



Stabilita algoritmu

Pti realizaci konkrétniho numerického algoritmu na pocitaci se dopoustime chyb
v aritmetickych operacich, nebot pocita¢ pracuje s ¢isly v intervalu <min. ¢islo;
max. ¢islo>. Musime také posoudit citlivost algoritmu na zaokrouhlovaci chyby,
vcetné citlivosti na zmény ve vstupnich datech.

Chceme-li se vyvarovat nesmyslnych vysledkd, musime hledat algoritmy malo
citlivé k témto vliviim.

Jsou to algoritmy stabilni.

Stabilni algoritmus

* Dobre podminény - mdlo citlivy na poruchy v datech

*  Numericky stabilni - mdlo citlivy na viiv zaokrouhlovacich chyb béhem
vypoctu na pocitaci

(pfesnéji, numericka realizace algoritmu na pocitaci, musi byt numericky stabilni)



Pro hloubaveé:

Metody vyhodnocujici stabilitu algoritmu

Metoda poéitacovych experimentii: Re$ime nékolik stejnych tloh s ponékud
pozménénymi daty a sledujeme, jak se poruchy ve vstupnich datech projevi ve
vysledku (na vystupu) - metoda experimentalnich pertubaci

Automaticka kontrola presnosti - intervalova analyza: Ztratu presnosti
vlivem Sifeni chyby miize registrovat samotny pocitac, je to vSak za cenu zpomaleni
vypoctu a dostavame maximalni odhady chyb. Kazdé ¢islo, které vstupuje

Vv libovolné fazi do algoritmu, nahradime intervalem, ktery s jistotou obsahuje
toto Cislo. Cely algoritmus se provadi s témito intervaly a vysledek celého vypoctu
dostaneme opét jako interval. Algoritmus, ktery poskytne nejuzsi vysledny
interval, je lepSi.
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