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Taylortuv polynom



p - aproximace funkce f

Jednim ze zakladnich ukolu numerickych metod
matematické analyzy je studium aproximaci funkci.

Pri numerickém reseni uloh matematické analyzy totiz
¢asto nahrazujeme danou funkci f (spojitou funkci jedné proménné na
intervalu <a,b>), vystupujici v FeSené matematické uloze, jinou
funkci ¢, ktera v néjakém vhodném smyslu napodobuje
funkci f a snadno se pritom matematicky zpracovava ci
modeluje na pocitaci.

Tuto funkcl ¢ nazyvame aproximaci (pribliZzenim) funkce f.



Tayloruv polynom

Mame funkci f, ktera ma v daném bodé x,e<a,b> alesporn n derivaci.
Predpokladejme, Ze zname hodnoty derivaci fU)(x,), j=0, 1, 2, ..... n,
(fO=f) a Ze chceme najit aproximaci ¢ funkce f takovou, ktera, ,,co
nejlépe* napodobuje chovani funkce f v okoli bodu x,. VVzhledem ke
zpusobu zadani funkce f je prirozené tento pozadavek matematicky
vyjadrit takto: Hledame aproximaci ¢ takovou, aby platilo

@ D(x,)= f)(xy) j=0,1,2, ....... n
Hledame polynom nejvySe n-tého stupné a zapiSeme ¢ ve tvaru
@(X)=Cy + Cy(X-Xg)F Cr(X-Xg)?- C3(X-X()® eevvenrnnn C(X-X)"
Existuje pravé jeden takovy polynom s koeficienty c,=f0)(x,)/j! j=0,1,2 .n

Pn(X) = (X)) + (FP(x)/IH(X-Xg) + (F?(x0)/21)(X-X)* +
(F(X0)/3D)(XX)3 + eveernns + (FO(X,)/NT)(X-X,)"



Vypocet hodnoty funkce e*, v bodé nula.

Funkce y=e*, [x|<e0, %=1, e=(e= (1) =() =(€)...... =(&).
Proto vSechny derivace v bodé nula budou rovny 1.

Pa(X) = f(x,) + (FP(x0)/11)(X-Xg) + £7(x0)/2!)(X-X0)? + (£ (xo)/B) (X-X0)*+ ... + (FM(Xp)/N1) (X-X()"

D(L)= €9 +((€9)°/1)(1—0) + ((€9)”/21)%(1—0)2 + ((€°)**/31)%(1~0)3 + ((€0)@/41)%(1—0)*+ ...

Ted’ si mtizZeme spocitat hodnotu Cisla e (tj. e') libovolné presné. Je to totiz:
e=1+1+1/2 +1/6 +1/24 +1/120 + 1/720 +1/5040 + 1/40320 +1/362880 +1/3628800 ...

e =2,7/182818011463844797178130511464

e =2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967
Kdyz to srovname s Eulerovym ¢islem piesné spocitanym na podstatné vice desetinnych mist,
vidime, Ze jsme pocitali pfi tomto jednoduchém vypoctu s presnosti na deseti miliontiny, tedy

s postacujici presnosti.



Velmi jednoduchy program pro
Program euler; spocitani Eulerova ¢isla

uses crt;
o o Pascal
var e,faktorial,f, ep: real; i,n:integer;

begin

writeln;

write('vloz pocet aproximaci (do 50) :');

read(n);

writeln;

f:=1; ep:=1,

for 1:=1tondo begin
faktorial:= f*i;
f:=faktorial;
e:=ep + (1/faktorial);
ep:=e
end;

write('e=",e:2:30);

writeln;

repeat until keypressed,;

end.



/[Tayloruv polynom - eulerovo cislo Velmi jednoduchy program

#include <iostream> pro spocitani Eulerova ¢isla
#include <iomanip> C++

using namespace std;
double e,faktorial,f,ep;
inti,n;
int main()
{ cout<<" Vloz pocet aproximaci (do 50): **; cin>>n; cout<<endl;
f=1; ep=1,;
for (i=1; i<=n; i++)
{faktorial=f*i; f=faktorial; e=ep + (1/faktorial); ep=e;
}
cout<<"™ Eulerovo cislo: e="'<<setprecision(51)<<e;
return 0;
}
Vloz pocet aproximaci (do 50): 50
Eulerovo cislo:
e= 2.71828182845904553488480814849026501178741455078125



Nekonecné rady dalsich funkci pro hloubavé:
y=a*
a>0, |x|<eo, X,=0, a%=1, (a¥)’=a*Ilna, (a%’=a’lna=Ina

Pn(X) = F(Xo)+(F (xo)/ LD (X-X0) +£77 (%) 2!) (x-X)?+(F77 (%) /31) (X-X)*+ ... +(F(Xo)/nT) (X-X()"

a*x = a’+ (alln a) (x-0)/1! + (In a)(alln a)(x-0)%/2! +(In a)(In a)(a’ln a)(x-0)3/3!

a*= 1+(x In a)/1! +(x?In? a)/2! +(x3In3 a)/3! +(x*In* a)/4! ...

2= 1+xIn2 +(x?In?2)/2 + (X3 In3 2)/6 + (X* In*2)/24 +(x°In°2)/120 ......



y=sin(x)

| x| <00, x,=0, (sin(x))’= cos(x), ((cos(x))’=-sin(x), (sin(0))’=cos(0)=1 ((cos(0))’=-sin(0)=0
sin(0))’= cos(0) =1 sin(0))”’= -sin(0) =0 sin(0))"”’= -cos(0) =-1 sin(0))*)=sin(0) =0 sin(0))®)= cos(0) =1

Pn(X) = (o) + (£ (xo) L1 (X-X0) +£77 (x0)/21) (X-X0) *+(F*** (x)/31) (X-Xp) ... +(H(m) (xp)/N 1) (X-Xp)"

sin(x) = sin(0)+(sin(0))’/1!)(x-0)+(sin(0))”/21)(x-0)2+(sin(0))®/31)(x-0)3+(sin(0))*®/41)(x-0)4..

sin(x)= 0 + ((1)/1!)(x)+(-(0)/2!)(x)2+(( 1)/3N)(X)3 + ((0)/4D)(X)*+((1)/51)(X)°..........

sin(x)= 0 + X + O (1/3')/x3 + O + (1/5D)/X3.ceenennen.
11

sin(.x) & x —i + X x x B

3! & 7’ 9 11!




y=cos(x)

| x| <00, %x,=0, (cos(x))’=-sin(x), ((sin(x))’=-cos(x), (cos(0))'=-sin(0) =0, ((sin(0))’= cos(0)=1
cos(0))’= -sin(0) =0, cos(0))”’= -cos(0) =-1, cos(0))””’= sin(0) =0, cos(0))®= cos(0) =1, sin(0))®)= -sin(0) =0

Pn(X) = F0xo)+(F* (xo)/ 1) (x-X0) +£7 (x0)/21) (X-X0) 2+ (£ (x)/31) (X-X) ... +(H(m) (xp) /) (X-X)"

cos(x) = cos(0)+(cos(0))’/1!)(x-0)+(cos(0))*’/2!)(x-0)?+(cos(0))**’/3!)(x-0)3
cos(x)= 1 +(-(0)/1)(x)+((-1)/21)(x)>+((0)/31)(x)° + ((1)/41)(x)*+(-(0)/51)(X)°
cos(x)= 1+ 0 - (x®»72! + 0 + (x4/4) + 0

_‘_:2 _t-l _\:l’j \_:Ei '\jl {} _‘_:1 2
cos(x)~1l——+"——"—+°- — 4+,
2! 4! 6! 8! 10! 12!
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arcsin( x)=x——-—

Ix|<1

arccos(x)=m/2

Ix|<1

Nekonecné rady jinych funkci

%

L, 13 % 1355,
2 3 24 5 246 7

Ly 13 x 135 ¢
23 245 2467

* — F — F — ¥
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