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Reseni soustav linearnich rovnic

Gaussova eliminace 2
Frobeniova veéta



Soustava m linearnich rovnic o n neznamych
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K zapisu soustavy linearnich rovnic pouzivame matice

Zapis levych stran rovnic soustavy: Matice soustavy
matice typu (m,n)

a11 a12 313 escsccccsccccscscsese aln
a21 aZZ a23 000 00000000000000000 azn

a31 a32 a33 e0e 000 0000000000000 a3n




Zapis pravych stran rovnic soustavy:

Sloupcovy vektor pravych stran soustavy




Rozsirena matice soustavy typu (m,n+1)
Nehomogenni soustava (sloupcovy vektor pravych stran neni nulovy)

A1q A1y Qg3 eeecseneessnnnnenss Aq, Dy
357 Ayy Ayg seersnnrennennnnnns Ayn D,

A3, A3y A3 ceeeeersencessenness Az, D3

aml amz am3 000 000000000000 00000 amn bn



Rozsirena matice homogenni soustavy typu (m,n+1)
Homogenni soustava rovnic - pravé strany jsou rovny nule.

0
0
0

a11 a12 a13 000 000000000000 00000 aln

a21 azz a23 000 00000000000000000 azn

a31 a32 a33 000 000000000000 0000°0 a3n

am1 amz am3 o000 000000000000 00000 amn 0




Hodnost matice

Ctvercova matice: matice typu (n,n)

Hlavni diagonala matice: prvKky a;;, a,,, 833, Qg5 ceveeeeen. a,,
Radkovy vektor matice: (8, gy, Agz, Aggp eeeeenens a;,)
(81, Baps Aygy Bggs eeveeenens a,,) apod.

Hodnost matice: Matice ma hodnost h, kdyZ mezi jejimi Fadkovymi
vektory Ize nalézt h linearné nezavislych vektoru (vektoru, které nejsou
tvoreny linearni kombinaci ostatnich vektoru [souc¢tem nenulovych nasobku
ostatnich vektorii]).

Upravy neménici hodnost matice:

1. Libovolné premisténi radkovych vektoru matice

2. Vynasobeni libovolného radkového vektoru nenulovym cislem

3. Pricteni k libovolnému radkovému vektoru jakékoli linearni kombinace ostatnich
radkovych vektoru

4. Pripojeni nebo vynechani libovolného vektoru, ktery je linearni kombinaci
ostatnich radkovych vektoru



Frobeniova véta

Regularni matice: ¢tvercova matice typu (n,n), jejiz hodnost h=n.
Singularni matice: Ctvercova matice, ktera neni regularni.
Frobeniova véta: Soustava M linearnich rovnic o N neznamych

ma aspon jedno reSeni pravé tehdy, kdyz hodnost matice
soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy.

Kazda homogenni soustava rovnic ma aspon jedno reseni

1. Je-1i hodnost matice soustavy rovna po¢tu neznamych h=n,
ma soustava — jedno reseni x=(0,0,0,0.,.....0)
(kazdé X; je rovno nule)

2. Je-11 hodnost matice soustavy mensi, nez pocet neznamych h<n,
ma soustava —  nekonecn¢é mnoho feSeni



Matice nehomogenni soustavy

Upravime na trojuhelnikovou matici



Hodnost trojuhelnikové matice nehomogenni soustavy

1 1 1 1 10
0 1 0 1 6
0 0 1 5 23

0o 0 0 1 4

Matice soustavy i rozsirena matice maji stejnou hodnost
h=4, n=4, h=n
(4 linearné nezavislé radkové vektory)
Reseni x=(1,2,3,4)



Matice homogenni soustavy

1 2 1 1 1 0
2 1 -1 1 1 0
1 7 5 5 5 0
3 -1 2 1 -1 0

Upravime na trojuhelnikovou matici
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Hodnost trojuhelnikové matice homogenni soustavy

1 2 1 1 -1 0
0 1 -1 -1 1 0
0 0 1 1 -1 0
o 0 0 1 -1 0

Matice soustavy ma hodnost h=4, n=5, h<n

Homogenni soustava ma nekoneéné mnoho ¥eSeni
Reseni x=(0,0,0,t,t)



Resitelnost nehomogenni soustavy

R"=RxRxRxR.....xR Mmnozina vSech n-rozmérnych vektoru
1 2 3 4 ... n s realnymi prvky

Je dana reSitelna nehomogenni soustava m linearnich rovnic
0 N neznamych.

Vektor r, je libovolné FeSeni této nehomogenni soustavy.

\W je mnozina vSech reSeni homogenni soustavy (ktera
vznikne z dané nehomogenni soustavy nahrazenim
sloupcového vektoru pravych stran nulovym vektorem).

Pak mnozinou vSech FeSeni dané nenomogenni soustavy je
X={reR",(AweW) r=ry +w }



Matice nehomogenni soustavy
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Hodnost trojuhelnikové matice nehomogenni soustavy

1 1 1 1 10
0 1 0 1 6
0 0 1 5 23

0 0 0 1 4

Matice nehomogenni soustavy ma hodnost h=4, n4, h=n

(4 linearné nezavislé radkové vektory)
Reseni x=(1, 2, 3, 4)



Matice homogenni soustavy

1 1 1 1 o0
1 1 1 -1 0
2 3 1 2 0
1 2 3 2 0




Hodnost trojuhelnikové matice homogenni soustavy

O O O Bk
O O - B
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Matice homogenni soustavy ma hodnost h=4, n=4, h=n

(4 linearné nezavislé radkové vektory)
ReSeni x=(0, 0, 0, 0)



Reseni pomoci Frobeniovy véty

V tomto pripadé je pouze jedno reSeni, protoze h=n, ale i tak
Frobeniova véta plati:

ReSeni nehomogenni soustavy x=(1, 2, 3,4)
a odpovidajici homogenni soustavy x= (0, 0,0, 0)

Podle Frobeniovy véty plati:
X=(1,2,3,4)+(0,0,0,0=(1, 2, 3,4)

Samozrejmé prakticky vyznam ma Frobeniova véta u
soustavy s nekonecné mnoha reSenimi.



Matice nehomogenni soustavy
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Matice nehomogenni soustavy
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Matice nehomogenni soustavy

1 -4 0 1 -3
0 11 -13 -1 11

Matice nehomogenni soustavy ma hodnost h=2, n=4, h<n
ReSeni x=(1 -14/11s -7/11t, 1+13/11s +1/11t, s, t)



Matice homogenni soustavy
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1 -4 6 1 0
0 11 -13 -1 0
0 11 -13 -1 0
0 11 -13 -1 0
1 -4 6 1 0

Xg=S X =t
11x,-13s =t =0 X, =13/11s + 1 /11

X, -4X,+6s +t=0 x,—4(13/11s +t/11) + 65 +t =0
x, = -14/11s - 7/11t



Matice homogenni soustavy

1 4 6 1 0
0 1 -13 -1 0

Matice homogenni soustavy ma hodnost h=2, n=4, h<n
ReSeni x=(-14/11s -7/11t, +13/11s +1/11t, s, t)



Reseni pomoci Frobeniovy véty

V tomto piipadé¢ mame nekonecné mnoho feSeni, protoze h<n.

Reseni nehomogenni soustavy: X =(1-14/11s-7/11t, 1+13/11s +1/11t, s, t)
a odpovidajici homogenni soustavy: X = (-14/11s -7/11t, +13/11s +1/11t, s, 1)

Odhadnout, bez znalosti feSeni miizeme tfeba feseni ;= (1,1,0,0)
a existuje feSeni homogenni soustavy W = (-14/11s -7/11t, +13/11s +1/11t, s, t)
Podle Frobeniovy véty plati:

X = (1,1,0,0)+(-14/11s -7/11t, +13/11s +1/11t, s, t)=
(1-14/11s -7/11t, 1+13/11s +1/11t, s, t)

Nebo vezmeme tieba ry=(1,0,-1,2) a
existuje w = (-14/11s -7/11t, 1+13/11s+1/11t, 1+s, t-2)

(Je feSenim homogenni soustavy)

X =(1,0,-1,2) + (-14/11s-7/11t, 1+13/11s+1/11t, 1+s, t-2)=
= (1-14/11s -7/11t, 1+13/11s +1/11t, s, t)
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