Posloupnosti, limity a sumy

Tonda Fajstavr, Honza JiSa

Tento piispevek si klade za cil vysvétlit, co to vlastn€ jsou posloupnosti, jejich limity a
sumy, popsat zéakladni operace s nimi a pokud mozno ukézat i nékteré zajimavosti.
Samoziejmée bude Ctenar zahrnovan obsahlymi mnozinami ptikladt. Pro snadnéjsi pochopeni
(jak ctenéfe, tak 1 k ulehéeni prace samotnym autor(l) jsme se rozhodli neSermovat pouze
s odbornymi terminy, které beztak pramalo ovladdme, ale podat celou zélezitost tak né&jak
lidsky a polopaticky. MozZna to bude uraZet inteligenci mnohych ¢tenati, ale nasim hlavnim

-----

casu dockate vselijakych prasecinek a zvérstev.

Posloupnosti a limity
Pojd'me na to tedy pékn¢ od lesa a polozme si otdzku, ktera nas nejvic pali:

Co jsou to vlastné posloupnosti?

Na potadnou odpovéd’ se nejdiiv budeme muset zavést krasny pojem — zobrazeni.
Dobr4 tedy, co je ono tajemné zobrazeni? Jak prosté, mily Watsone, je to pfifazeni praveé
jednoho ¢lena mnoziny n¢jakému ¢lenu jiné mnoziny. To zni dost brutdlné, takze si to
optikladujeme.

Priklad:

Mnozinou M budiz tieba pytli¢ek s bonbony a mnozinou N skupinka malych somalskych
nezbedi. Zobrazeni mnoziny N do mnoziny M (zna¢ime N —»M) provedeme tieba tak, ze
kazdému vyhladlému Somalci pfidélime prave jeden bonbdn néjaké barvy.

Muzou dostat dve décka bonbon stejné barvy? Ano! Stejné tak je tomu s Cisly. Kdyz
naptiklad budeme ptirozenym ¢islim piifazovat ¢isla realna (a vézte, Ze to budeme od
nynéjska Cinit neustéle), tak dvéma pfirozenym ¢islim miiZze byt ptitazeno stejné Cislo redlné.

Muize dostat jeden Somalec vice bonbonii? 1 kdyby délal psi o€i, tak ne! Jednak si to
nezaslouzi, ale hlavné kazdému pfifazujeme pravé jeden bonbon.
=> Aplikace:

Hned tu méme prvni aplikaci — jen diky védomostem o zobrazeni nyni muzete nakrmit
hladovéjici déti z vychodni Afriky. A pak Zze vySsi matematika nema praktické uplatnéni. ..

Ony to jsou ve své podstaté funkce, jen jejich defini¢nim oborem jsou pfirozena Cisla.

Tohle ndam pomuze k pochopeni posloupnosti — posloupnost je totiz redalné zobrazeni.
Jak uz bylo naznaceno, pii redlném zobrazeni pfifazujeme né&jaké realné ¢islo kazdému
ptirozenému ¢islu. To se nejlépe déla podle predpisu. Nejdiiv si ale ukdZzeme néjakou Gplné
nahodnou posloupnost, u které by se asi predpis hledal dost tézko. Do tabulky, kam vypiSeme
nékolik prvnich ¢lent, pfijdou nahoru ¢isla ptirozend a dold redlna:

N 1 2 3 4 5 6 | atd.
R | 318 T 7/16 | 0,13 | 2% | e | atd.

A nebo se mrkneme na néjakou jinou:



N 1 2 3 4 5 6 | atd.

R 1 4 9 16 25 | 36| atd.

P&kna, ze? Ale pozor, zda se, ze tady uz maji pfitazena ¢isla néjaky vnitini fad. NapiSme si ho
tedy jako predpis:

a.: N R (tady se pise, Ze a, je realna posloupnost)

a, = n’ (tady mame jeji predpis)

Tohle si mizeme taky ptredstavit jako takovy kafemlejnek, do kterého vhodime n, tedy
piirozené Cislo (neN), zato¢ime klikou a vypadne z n¢j a,, €ili n-ty ¢len posloupnosti. Tahle
hodnota je uz ¢islo redlné (a,eR).

Graf posloupnosti

Ted’, kdyz vime, co to posloupnost je, se mizeme zamyslet, jak vypada jeji graf. Grafem
funkce byla néjaka (vétSinou) spojita kiivka. To bylo pro defini¢ni obor realnych Cisel.
Ptirozena Cisla jsou o poznani fidsi, tudiz grafem posloupnosti jsou body. Uk4Zeme si n¢kolik
(slovy dva) grafikti takovych posloupnosti:

Priklady:
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Kdyby se body spojily, tak v prvnim piipade by grafem byla hyperbola, v druhém pak pékna
polynoma druhého stupné, tedy parabola.

Aritmeticka posloupnost

A co takova aritmeticka posloupnost? Co to vlastné je a k ¢emu muze byt dobra?
Aritmeticka posloupnost je specialni ptipad posloupnosti, u které je rozdil mezi jakymikoliv
dvéma po sob¢ jdoucimi ¢leny vzdy konstantni — stejny. Nasledujici ¢len ziskame ptictenim
¢isla d ke ¢lenu predchazejicimu. (d se nazyva diference aritmetické posloupnosti). Jinak
vztahem bychom mohli tento princip vyjadfit takto: a,+ = a, + d. Piikladem aritmetické
posloupnosti mtize byt (a dokonce je) fada ¢isel od jedné do sta. Stejné jako fada sudych ¢isel
od dvou do sta! Nebo také tcet v bance, na ktery nam kazdy rok piictou pétikorunu!

Jak zjistim, kolik mam na G¢tu po Ctytech letech, jestlize jsem na zacatku ulozil
stokorunu (a4 = ?)?

Cili a; = 100 (to znaéi onéch sto korun na poéatku a také prvni ¢len u nasi
posloupnosti), n = 4 (n znaci pocet ¢lenid nasi posloupnosti). Diferenci d =5 (to je ta nase
pétikoruna)

No, takZe po&ateéni kapital v bance je 100 K¢&. Ctyfi roky, &tyfi ¢leny v posloupnosti,
pri¢tou nam vlastn¢ Ctyfikrat diferenci d (onéch 5 K¢), ze? No to urcite! Ve skutecnosti
prictou diferenci jen tiikrat, nebot’ prvni rok se nepocita (to jsme tam ty penize ulozili). Tedy
nakonec:



as =100+ (4 - 1)d
aa=100+4-1)-5
as=115
Tak obecné nam plati a, =a; + (n— 1)d a tak to také plati u vSech aritmetickych posloupnosti.

Geometricka posloupnost

Stejné tak geometrickd posloupnost je zvlastnim druhem posloupnosti. Akorat
tentokrat se nadchéazejici clen posloupnosti od ¢lenu pfedchazejiciho lisi tim, Ze je vyndsobeny
néjakou konstantou, ktera je u celé fady cisel stejna. Obecné pak: a,+ 1 = a, - ¢ Maji tedy po
sob¢ jdouci ¢lenové tade vzdy stejny podil, onu konstantu — ,,kvocient* g.

A v praxi se s takovou posloupnosti setkavame tieba také v bance, kde nam vzdy
kazdy rok(pocinaje druhym, samoziejm¢) desetinu jmeéni vemou. KdyZ tam mame nejdiive
stokorunu, kolik nam tam bidaci nechaji za pét let?

. 1 .9 .
Nuze gjeunads 1 —— , cozje — , a; = 100, n (Jako pocet let — pocet Clent

10 10 °
v posloupnosti) je 5.
as=100-¢ !
4
as = 100 - i
10

as = 65,61 (bacha na n¢!)

Obecné pak plati vztah prvniho ¢lena a ¢lena libovolného u geometrické posloupnosti:

n-1

an:al'q

Limita posloupnosti

Opét na zacatek szirava otazka: Co to je limita posloupnosti?

Limita posloupnosti nam tika, jak se bude chovat posloupnost v nekonecnu, jinymi
slovy, které hodnot¢ se stale pfiblizuje.

Berme tfeba uplné tu nejjednodussi posloupnost a, = n. Nikoho asi neohromi, ze za
limitu ma nekone&no. Pro¢? No protoZe pieci stale roste. Cim vétsi &isla budu dosazovat, tim
veétsi Elen posloupnosti mi vypadne.

Zkusme n¢jakou jinou, tfeba a, = 1/n a vypiSme si prvnich par Clent:

1, 1/2,1/3, 1/4, 1/5 atd. Ta Cisla se stale zmensSuji. Kdyz dosadime 1000, dostaneme
jednu tisicinu, kdyZz 10°, dostaneme miliontinu. Takze k ¢emu se asi tahle posloupnost blizi?
K nule, mé tedy za limitu nulu.

Ted’, kdyZ uz zhruba vime, co to limita znamena, tak si ji zadefinujmez a definici pak
vysvétlemez:
Definice:
an: NP R, L:=lim a,, eeR
Ve>0 dnp: Vn>ng |a,—L|<eg
Cteme nasledovné:
Budiz a, redlna posloupnost a L jeji limita. Pak musi platit, ze:
Pro kazdé kladné epsilon existuje néjaké ny takové, ze pro kazdé n vetsi nez ny plati, Ze
vzdalenost a, od L je mensi nez epsilon.

,INO co to u svatyho Eulera je??%, fikate si ted’ mozna. Hned si to sdélime. Tak tohle je
zlottila definice, ktera je ovSem velmi dillezita, protoze ndm piesné tika, co to je vlastné



limita posloupnosti. Pro lepsi vysvétleni a pochopeni si vezméme k ruce grafik a popiSme si,
co vlastn¢ ktery symbol znamena:

Tohle je graf posloupnosti a, = 1/n-(-1)". A na ném si ukdzeme, jak vlastné ta definice
funguje. Rika, e kdyz mi n&jaky bidak hodi kladné &, tak ja mu najdu piirozené n, (na ose x)
takové, Ze kdyZ do posloupnosti dosadim jakékoliv n vétsi nez inkriminované no, vyjde mi
bodik lezici v rizné malém ,,pasu‘ (ktery je uren pravé velikosti €) okolo limity.
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V tomto ptipadé nadsobime tim (-1)" jen tak pro srandu, aby se nam hezky sttidala kladna a
zaporna ¢&isilka, na limitu to tentokrat nemé vliv. Rekli jsme si uz, Ze limita 1/n je nula, tedy
ze L = 0. Zkusme tedy podle definice najit nékolik takovych ny pro riizné epsilony, které na
nas budou vrhany.

an = l/n(-1)"

Ve>0 dno: Vn>ng |an—L|<g

lan,—L|<eg Takze, kdyz € = 250, no je 1/250, tudiz mi staci vzit si jakékoliv
[1/m-(-1)"-0|<e prirozené ¢islo vétsi nez 1/250 a splnim danou podminku. Tedy
Im<eg od jednicky vys.

no = 1/e OvSem ¢im je epsilon mensi, tim uZ§i bude onen pas a tim vétsi

no budu muset pouzit. Napt. kdyz € = 1/10, vyjde no 10, takze
podminku spliluji ptirozena ¢isla od 11 vyse.

Jeste jedna dulezita poznamka:
Posloupnost mize mit nanejvys jednu limitu.

To znamend, Ze mize mit jednu nebo taky zddnou. Piikladem posloupnosti bez limity
je tteba samotné a, = (-1)".

(Sem popfi. diikaz — pozn. autora)




Operace s limitami

Nyni, kdyz uz mame zékladni povédomi o posloupnostech a jejich limitach, meli
bychom se s nimi naucit i pracovat. Limitu jako takovou si mizeme znacit vselijak, nejvice se
vSak vzil tajemny tiipismenny kryptogram lim. K praci s ,,lim¢ou‘ slouzi n€kolik Sikovnych
pravidel:

Obecny zapis Slovni pielouskani

lim(c-a, + b,) = ¢-(lim a,) + lim b, Limita souctu se rovna souctu limit. Plati 1
pro rozdil. Zaroven mizeme pted limitu vytknout
konstantu.

lim(a, by) = (lim a,)-(lim by) Limita soucinu se rovna soucinu limit. Plati také
pro podil.

YoM W

No to je naprosto skvélé, ne? Diky témto pravidlim miizeme velmi hbité fesit i na
prvni pohled zna¢né osklivé ptiklady. A pro vnitini naplnéni a duSevni obohacent si jich ted’
muZzeme par spocitat. Budeme vyuzivat vyse uvedenych pravidel a casto i1 jednoho Sikovného
postupu — pokud mame slozity a nehezky zlomek, vytkneme si z itatele i jmenovatele

nejvétsiho ,.sildka”, tedy ¢len, ktery nejrychleji roste, a tim urcuje celkovy vyvo;.
Nazorné, po krocich:
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V tomto ptikladu vidime, ze je-li nejvetsi polynom (,,n na nékolikatou®) v Citateli 1
jmenovateli stejného stupné, je limitou tohoto zlomku koeficient u zminéného polynomu.

lim E) =00
n
Jak vidno, tak geometricka posloupnost (tj. obdoba exponencialni funkce) stoupa
rychleji nez polynomicka. A to vzdycky, je-li jeji zdklad samoziejmé vétsi nez 1; 1 kdyby to
1,00000000001"

300000000 520000000

bylo tfeba lim



Vyrazy postradajici smysl

Ne vzdy vSak budeme fesit tak jednoznacné priklady a proto by bylo namisté naznacit
si, kdy nemaji vyrazy, které ndm mohou vyjit, smysl. Tedy kdy TCN — tudy cesta nevede — a je
pak teba zvolit jiny, obclrdvaci postup. V zdsad¢ jde o nekolik ptipadi:

o0 . v w7
+—=7 - problém tkvi v tom, Ze nevim, které nekonecno je vétsi (ono
o0

v podstaté existuje nekone¢n¢ mnoho nekonecen), takze tento vyraz
sam o sob¢ je blbost.

+o00—n=2 - ten samy problém; nevim, které nekonecno je, chcete-li, ,,mohutng;si*
(tzv. kardinalita), tudiz vim prdlajs, co mi vyjde.
+o00-0=" - Nula krat cokoliv je vzdy nula. Plus nebo minus nekone¢no krat

cokoliv je vzdy nekonecno s ptislusnym znaménkem. Co je pak ale
tohle? Matematicka zhovadilost.
cokoliv _

0

? - Cokoliv lomené nulou je vzdy plus nebo minus nekonecno. Prisvih je,

ze praveé nevim, zda-li je to nekonec¢no kladné nebo zaporné. Takze také
opicarna. (za cokoliv si muzete dosadit jakékoliv realné ¢islo plus
nekonecna)
Ukazme si na prikladu, k ¢emu nam predchozich par Fadki bylo a také nazorny
obcuravaci zpusob:

lim(vn2+n—n):1im\/n2+n—limn:oo—oo <4— blbost, TCN

VyuzijmeZ tedy poznatek, Ze (A?— B?) = (A — B)-(A + B) a zadefinujmez si A a B
takto:  A4:=+\n’+n;B:=n . Pak mizeme vySe jmenovany zlomek rozifit vyrazem

\/n2+n+n

\/27— . Tim v &itateli zabijeme odmocninu a dokonce se nam sezerou i n*. No a pak uz
n“+n+n

jen postupujeme jako mnohokrat predtim — vytykame nejvetsi silaky.
[2 2, 2
lim (V24 n—n)=tim (V2 p—p ) A dnmn” e 1 1

2 2 n 1 2
n“+n+n n“+n+n 1421
n

To samé zajisté zvladneme 1 s tfeti odmocninou (nebot” vime, Ze
(A*=B") = (A =B} (AAB+B); 4:=Vn’+n*;B:=n )
3 6 5, 4, 33, 2, 2
. (3 . (3 n+2n+n +n\n +n"+n
hm(\/n3+n2—n)=hm(\/n3+n2—n);/ ;/ =
\/n6+2n5+n4+n\/n3+n2+n2
n+nt—n’ . ntl 1

(',lim3 3 =11m—2 =—
\/n6+2n5+n4+\/n6+n5+n2 ”li/ 2 1 i/l_i_l

A protoze jsme spravni kadri, tak az se nau¢ime pracovat se sumami, udélame si tento
o 1 « .. [k -
priklad uplné obecné, tj. lim (\/ L l_n) :

Eulerovo ¢islo
Ale jesté pted tim, nezZ se sttemhlav vrhneme na sumy (nebot’ je jasné, Ze jsou na né
vaSe matematickd srdécka jiz natéSena), tak si trochu zablbneme s Eulerem. Tedy s jeho



¢islem e. To je mimo jiné definovano i takto: lim
n

1+ l) =e . Nedockavci mohou vyzkouset

na kalkulatoru a zjistit, Ze toto Cislo se blizi 2,718281828. Z toho budeme vychazet a budeme
zkoumat, jaka limita nam vyjde, kdyZ argument rizn¢ pozménime.

1 n
lim{1+—] =?
2n )
neco
Snazime se vzdy néjak dostat vyraz typu lim| 1+ oo ) , nebot’ vime, Ze to je e. Pficemz

ta néca ve jmenovateli a exponentu musi byt samoziejmé stejna. Udélame to tak, ze je

zestejnime, tedy k jednomu z nich pfidame vhodny Clen, aby se rovnala; ovSem zaroven
musime provést tu samou opacnou operaci, aby se hodnota vyrazu nezménila (zkratka jako
kdyz pfictete a odectete k né€emu jedniCku, nic jste vlastné neudélali a to se v matematice
smi).

Po krocich na predchozim prikladu:

1 n 1 2n 1 l
lim(1+2—) =lim (1+—) —e’=Ve

0|

n 2n
Dalsi priklady:
n n-_3
1im(1—§) tim|[1+-1] 3| ==L
n _n e
3
] i m]l 1
1im(1+i)5:hm (1+i) ]5”:e5”:5%
mn mn

3+ =00 Ha! Tohle byl chytak. Vzdyt preci tii plus néjaké
0.6 \/;) <4— yl chyt yt p p 1)

malilinkaté Cislo jsou v podstaté furt tfi, a to na ,,entou*
je krasna geometricka posloupnost, kterazto ma pak za
limitu nekonecno.

Tak zakladni srandic¢ky s posloupnostmi a limitami méame za sebou vcetné néjakych
téch prikladu, takze ted’ uz se mizeme sméle vrhnout na sumy a pak snad i na néco trochu

vvvvvv

Suma sumarum, aneb podivny to znak ,,2

,Co je vlastné ta divna zmije?* Kazdy z nas si uz urcité nejednou polozil tuto zdvaznou
otazku. My bychom se pokusili doufejme problematiku hada trochu objasnit.

Nu, to byli stafi Rekové, zndmi velci matematici, ktefi pocitali se¢ jim hlava stacila. UZ je ale
postupem casu piestavalo bavit pii s¢itani ¢lentl u posloupnosti vSechny s¢itance vypisovat a



jesté mezi né cpat plus. A tak si pro to vymysleli pismeno X (sigma, z toho také suma, jako
soucet), pro nasobeni si vymysleli naptiklad I'T (pi, jako nasobeni — product). Nejprve vSak
uvedeme maly ptiklad zapisu souctu s uzitim X:

zapis souctu fady ¢isel od jedné do deseti mizeme zapsat bud’ klasicky takto:
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
nebo téz takto: a obecné:

3 2
2.4, “

i i=.
i=1

PfiCemz a, := n. A znamena to v konecném vysledku to samé, akorat si uSetiime praci s
vypisovanim.

Cili napsali jsme symbol pro s¢itani — ,,sumu‘ 2 V praxi to znamena: Vypis ¢leny z néjaké
mnoziny a mezi kazdého z nich dej plusko! 7 je takzvany sé¢itaci index a tam dole pod sumou
vidime, Ze je roven jedné. Neznamena to nic jiného, nez Ze do naseho s¢itani budeme brat

hned prvni ¢len z dané mnoziny. A u jakého ¢lenu skonc¢ime? To nam fika symbol nad sumou
a v naSem piikladu vidime, Ze prave u desatého.

Tedy: Vezmi vSechny ¢leny mnoziny od prvniho az do desatého a mezi kazdého z nich
dej plus!

Vryjmez si do hlavy a odvod’'me si nejprve par pravidel pro operace se sumami:

1) Pravidlo pro vytykani konstanty:

N
an+b cZaJer
j=1

DKk.: Dokazeme si toto tvrzenl prakticky. Zvolime si n¢jaké a, b, c

a=1{1,2,3,4,5) b=12,4,6,8,10,12} c=3
a ted’ to zkusime zapsat:
Z ca +b =(3-142 )+(3-24+4 )+(3-3+6 )+(3 -4+8 )+(3 -5+10)+12=87

5 6
cz a,+2, b, =3 (14243+4+5 )+(2+4+6+8+10+12)=87

j=r = j=1

Soucet na levé i na pravé stran¢ rovnice byl stejny, leva strana rovnice se rovnd stran¢ prave,
¢ili to sedi. Znamena to v praxi, Ze pokud konstantou nasobime kazdého ¢lena posloupnosti,
nebo nasobime konstantou kone¢ny soucet, dostaneme vzdy ten samy vysledek, je to to samé,
tudiz vytykani konstanty pied sumu je ekvivalentni Gprava.

2) Pravidlo pro preznaceni indexu:

]:1



A v praxi to znamena, Ze je buit, jak si ty s¢itaci indexy pojmenuju!

3) Pravidlo pro posunuti s¢itaciho indexu:

N+p

N
doa= 2 a,
j=1

k=1+p

to vlastn€ znamena: ag +p)-p + a2 +p)-p ---

Cili jsme s¢itaci index, za¢atek sé¢itani, posunuli o p, tudiz musime posunout o p i posledni
sCitanec (tedy N + p), ale aby se rovnal vysledek s¢itani pivodnimu zadani, tak od kazdého
¢lena p odecteme. Proto tedy k — p.

4) Pravidlo pro limitu souctu:

Coz znamen4, Ze nekonecny soucet ¢lent jakékoli posloupnosti je roven limité souctu
libovolného poctu ¢lenti z posloupnosti.

Nyni si pro radost a nazornost uved’me nékolik priklada a pfimo operaci na uvedena
pravidla:

Nejprve si ale povézme pohadku o Gaussovi. Mladej Gaussik byl koumak a ve skole mél
vsechno vypocitané diiv nez ostatni, a tak se nudil a zlobil. Nuz, aby ho pan profesor zabavil
na delsi dobu, vymyslel si na n¢j ptiklad: ,,Secti vSechna cisla od 1 do 1000!* A mladej Gauss
se zamyslel a po chvili uz tasil vysledek...a zlobil dal. A jak to biddk ud¢lal?

No, uvédomil si, ze v té fad¢ ¢isel jsou dvojice, jejichz soucet je stale stejny, a to 1001. Tedy
(1+1000), (2+999), (3 +998) atd. Také mu hnedle svitlo, Ze takovychto dvojic je polovina

1000 _ 500500. A

z celkového poctu s¢itanych ¢isel, tedy 500. Nuz a zapsal: (1000 + 1) ¢

v < y r 1 xr . . n , , o .
obecné — soucet n po sobé¢ jedoucich ¢isel je (n+ 1) ¢ 5 To se nam bude naramn¢ hodit!

Tak se tedy pokusime secist v§echna licha ¢isla od jedné do 99:
50

50 50
143+5+7+...499=> (2i—1)=2 D i—» 1=2-(50+1 )-%—50:50-50=2500
i=1 i=1 i=1
Coz znamena: Soucet vSech lichych ¢isel od 1 do 100 se da zapsat i tou ,,sumou®. S¢itdme od
jedné, scitaci index i je roven jedné. S¢itanci je celkem padesat /ve stovce je lichych ¢isel
polovina, proto tedy padesat/, proto je nad sumou ta padesatka. Vytkneme konstantu pied
celou sumu a sumu rozdélime na rozdil dvou s¢itani, rozdil dvou sum. No a soucet padesati
jednicek /o ¢emz vypravi druha suma/ je roven 50, proto tedy — 50. No a 50 krat 51 bez
padesati je 2500.

Soucet aritmetickych posloupnosti
Znamena to, ze vezmeme ¢leny aritmetické posloupnosti a jednoduse je seCteme.
UkaZzme?z si soucet aritmetickych posloupnosti na praktickém ptiklad¢ a ptipadé:



Zahadnym zpisobem se nam podarilo namotat
provazek o praméru d, okolo ty€e priiméru d;. Vrstvy
provazki jsou v jedné roving a tésné nad sebou. A
jeste k tomu je téch vrstev namotano n. Jakou délku
provazku jsme na toto dilo potiebovali?

Délka provazku v prvni vrstvé je n(d; + dz). V druhé
vrstvé bude jeho délka patrné n(d; + 3d>). No,
vidime, Ze ndm oproti prvni vrstvé vzrostla o 12d; a
obecn¢ bude délka nésledujici vrstvy vzdy delsi o
TEZdz .

Dostavame tak aritmetickou posloupnost, jejiz prvni
Clen je a; =7(d; + dz). n—ty Clen nasi aritmetické posloupnosti je a, = n(di +d2) + (n—1)
thdz
podoba se to obecnému z4pisu a,=a; +(n—1)d, ne?

A jak se sCitaji Véechny Cleny posloupnosti‘? Soucet vSech ¢lent se znaci S,. Tak tedy:

N
=4, = [a, +(n-1)d] dZ(n D+>a, M—dN+a1N -
n=l n=l
Napsali jsme si nejprve obecny zapis arltmetlcke posloupnosti a rozdélili ho na dvé sumy,
pted jednu jsme vytkli konstantu. A podle pana Gausse jsme si nahradili prvni sumu souc¢tem
»enek* od jedné do N a ten cely vynasobili konstantou d. Museli jsme ale vyhodit z tohoto
souctu N jedniCek vynasobenych konstantou d. No a pficetli jsme N ,,ajednicek*

d(N+1 )N-2 dN+2a,N d(N+1 2d+2
= ( ) 5 4 =N ( >2 u ];][a +[a +d(N )H

To jsme prevedli na spolecné zlomky a upravili.

No a ted’ pro nas piipad dosadime za a, n(d; + d,) a diferenci jsme si uz prozradili — n2d,:
g-{[n(dl—i-dz)]+[7r(d1+d2)+(N—l )72d, ]| =N (d,+d;)+(N=1 ) Nad =

(Nm(d,+Nd,)

Soucet geometrickych posloupnosti

Piekvapivée i soucet geometrické posloupnosti je laicky fe¢eno to, ze chiiapnu ¢leny
v posloupnosti a sectu je, p€kné jeden po druhym. Podivejte:
Nakreslili jsme nejprve ¢tverec o hrané 1 a ten jsme rozptlili, jeho
jednu pulku také rozpulili, jednu ze dvou vzniklych ctvrtek taky
1/2 rozpilili a tak jsme pokracovali az do nekonecna (skoro). My ted’
zkusime poscitat obsahy vSech obrazcii, abychom zjistili, jaky obsah
L8 ma celkovy obrazec, jestli je kone¢ny a kolik ptesné je. No, takze
1/4 kdyz se pokusime s¢itat jednotlivé obsahy, tak pocitdme: obsah
| prvniho obdélniku je 2 , obsah malého ¢tverecku je %, menSiho

obdélniku 1/8. A uz tusime néjakou posloupnost! A protoze vzdy




pilime a obrazct je tam n, tak nase posloupnost bude geometrickou posloupnosti

a,=a (l)
n %1 2

Tak ted’ udélame zapis souctu né¢jaké obecné geometrické posloupnosti pomoci sumy:
N N
— _ n—1
=2, 4,= 2, 4,4
n=1 n=1

A jen tak pro legraci napiSeme soucet obecné geometrické posloupnosti (stejné jako prve),
ktera je jesté navic vynasobena kvocientem g:
N

Sy= Z a,q" ale ten je podobny, jako ten prvni soucet, akorat v jeho fad¢ je navic

¢len aiq”, ale chybi mu zase oproti prvnimu prvni Clen a;.
No, a kdyz tyto dva soucty posloupnostl od sebe odecteme, uv1d1me néco zajimavého:

Zalq Zalq —alzq—alqﬂll alzq— a,q"+a,

vypadnou ndm praveé ony dva Cleny —a,q"+a,
Cili Sy(I-q) = —a, qN—i-al
A kdyz vyjadiime opé€t samotny soucet geometrické posloupnosti:
a,—a,q N g" -1
1 —¢q qg—1
a pokud za @, dosadime nas prvni ¢len — obsah prvniho obrazce 2, za kvocient 'z (to uz jsme
veédeli diiv), tak dostaneme:

1 )
~] -1
Sy= % (21— — no, ale nevidime n&jaky konkrétni vysledek souctu, ale vime jiz, ze
——1
2

nekonecny soucet je roven limité souctu n¢kolika ¢lent fady. No, tak si spocitame limitu!

158

lim| = _10-1 21.221 Tak tedy celkovy obsah obra;ce ze konecny,
1, 2 1 21 dokonce ho i vime, je 1! To je ale ptekvapko!
2 2 Obzvlaste, kdyz $lo o ¢tverec, jehoZ obsah je a’.

A na zavérecné zopakovani si dame pékny priklad:
Nakreslili jsme rovnostranny trojihelnik o obsahu 1 a
nad tfetinou jeho kazdé strany jsme udélali dalsi
trojuhelnik se stranou rovnou tfetiné strany ptivodniho
trojuhelniku. A vzdy nad tfetinou strany ¢ouhajici ven
jsme udg¢lali tietinovy trojuhelnik a tak jsme pokracovali
az do nekonecna. A nds zajima, jaky ma celkovy obrazec
obsah a obvod. Jsou konecné? A kdyz jo, tak teda kolik
jsou?

No, to by nemuselo byt zas tak tézké, ze? Vidime, ze
kazdy nové€ vznikly trojuhelnik je devitinou trojuhelniku pfedchézejiciho. No, akorat nam
nejprve vznikly tfi trojihelniky, coz je vlastné tfetina obsahu piivodniho trojahelniku a potom



vzdy dva nové trojuhelniky, které jsou vzdy a potad dvémi devitinami trojuhelniku
piedchézejiciho. Takze pokud budeme scitat obsahy, bude to:
S=1+1/3+1/3[2/9+(2/9)...]
takZe to mizeme zapsat jednoduseji i takto:
N n

1 2
S=1+= —

%50

n=0
1 n
No vzdyt to je praveé soucet geometrické posloupnosti a, = 5(5) a my uz jsme prece

dospéli k zavéru, ze to je
a,—a, q" n_
1—aq =a, qg —1
I —¢q qg—1
a ted’ mizeme klidn€ za a; do tohoto vztahu dosadit 1/3 a za g 2/9.

5]

T3
——1
9
A stale si pamatujeme, ze nekonecny soucet ¢leni je roven jejich limité, takze spoc¢itame

limitu tohohle souctu!

5/
—| -1
119 1 0-—1
lim| —- =
3 2—1 37
9 9

Ale musime k vysledku toho nekone¢ného souctu (k té limité) pticist prece tu jednicku.

Sy=

S

_139_3
37 7

.1 . .
Takze kone¢ny vysledek je 70 obsahu ptivodniho rovnostranného trojuhelniku. Jinak pro

rovnostranny trojuhelnik, ktery nemé jednotkovy obsah, by celkovy obsah obrazce byl

10 5,43
S=—".222

7 4
A jak to bude s obvodem?
No, nejprve spocteme obvod téch ¢asti u hlavniho trojihelniku, na kterém uz ,,nerostou* dalsi
trojuhelniky. To je celkem Sest tfetin, takze 2. U téch mensSich trojuhelniki je to dvanact tretin
z ttetiny velkého trojuhelniku. Takze 12/9 (= 4/3). No a pak vzdy pfi¢itdm 2x dvé tietiny za
mensi a mensi trojuhelnik.

2 N n N
4 2 10 2 10 2 1—gq
e D = o R, T
) 3 n=3 (3 ) 3 q

Proto: O:2+§+3

3 39 1 —q

___N
2+ﬂ):2.1 q

No a spocitdme limitu tohoto nekone¢ného souctu geometrické posloupnosti:

N
i)
3 1 -0

1' = =
m 2 1 3
1 — —_

3 3

Ha! TakZze vidim, ze obvod ma tento obrazec konecny, a to 3! PiestoZe stale ptibyvaji nové
trojuhelniky!




A nakonec slibované obecné reSeni divno zapomenutého prikladu
No a protoze ted’ uz jsme osttileni sumaii, tak se mizeme vrhnout na obecné odvozeni limity
onoho prikladu, jak bylo slibeno. To uz je trosicku prasarnicka, takze k tomu radé€ji vyuzijeme

tohoto obecného rozvoje:
n—1

(A"=B")=(A=B){ A"+ A" 2B+ A" B2+ + A2 B+ AB"+B" ' )=(4=B)- Y &' Y
i=0

v - v v . v k _ o v v
a opét si Sikovné zadefinujme, ze 4:=vn*+7n*"!: B:=n . A mizeme se sméle vrhnout do

samotného pocitani:

=1
z( U 1) . .
o[k - o[k - - . N
hm(Vnk-l-nk l—n)zhm(\/nk+nk 1—n)ll{j — =lim —=
n—o n—o k — -l n—o k — —l-r
Z( n+nk 1) n' Z( n*+nk l) n'
i=0 i=0
Slim "] ~ fim X ~ Jim » _
n—>00nk71 k-1 i ; = k=1 —i _(k_l) n—POOk_l r - . lk_l —j 1 k—1—i n_)wk—l 1 k—1-i
( n'+n ) n' (\/n +n ) — sz
i=0 i=0 n P n
1 1 1

“ . i &

Y Vv 7 Y

J=1 J=1

Trocha slovniho objasnéni — v prvnim kroku doslo jiz rutinn€ k rozsifeni zlomku, ve

druhém se pak v ¢itateli vyZzrala n*, ve tietim jsme si vytkli nejvétsiho silaka, ktery se také
vzajemné zabil (ve jmenovateli jsme zdmérné vytykali z n', aby ndm vysel pékny exponent),
ve ¢tvrtém jsme si pak vhodné napsali ¢len, ze kterého bylo v minulém kroku vytykano a hned
v patém kroku jsme ho str¢ili pod odmocninu, kde se sezral s n* a n*!. V $estém kroku uz jen
vypisujeme piimo hodnoty limity pro jednotlivé ¢leny pod odmocninou a zéroven si
preznac¢ime scitaci index (j :=1+ 1), prosté aby to vypadalo hezky, a v pfedposlednim uz
krasné vidime, ze hledana limita je jedna lomeno souctem daného poctu jedni¢ek. A téch je
tam kolik? No preci k! Tedy vysledek: 1/k.



